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Nota: todas as questfes devem ser devidamente formalizadas e justificadas. Nas perguntas de
escolha maltipla as respostas erradas penalizam.

1. Acaminho do emprego, todas as manhas, a Rita costuma entrar numa pastelaria. Ao entrar ela escolhe
aleatoriamente a bebida que vai consumir: Café simples com probabilidade 0.2, chd com probabilidade 0.3
e um galdo com probabilidade 0.5. De acordo com a bebida escolhida a Rita pede ou ndo uma sandes mista:
Se tiver escolhido café simples, pede a sandes com probabilidade 0.5, se tiver escolhido chd com
probabilidade 0.7 e se tiver escolhido um galdo com probabilidade 0.3 respectivamente.
a. [10] Se se observar 10 dias escolhidos aleatoriamente qual a probabilidade de em exatamente 4

deles a Rita tomar café simples?
0.0831 [l 0.9672 ] 0.1876 ] 0.0430 ]

b. [15] Vendo a Rita a comer uma sandes mista, qual a probabilidade de estar também a beber cha?

Represente-se por Ca, Ch e G os acontecimentos “a Rita pediu Café”, “Cha” ou um “Galdo”
respectivamente e por S o acontecimento “a Rita pediu uma sandes mista”.
O objectivo é entao calcular

P(Ch|S)= P(ChnS) P(S|Ch)P(Ch)
P(S) P(S|Ch)P(Ch)+ P(S|Ca)P(Ca)+ P(S|G)P(G)
_ 0.7x0.3 _ 0.21 :£:0.4565
0.7x0.3+0.5x0.2+0.3x0.5 0.21+0.10+0.15 46
0 x<0
) y L ) o x/20 0<x<1
2. Seja X uma variavel aleatéria com a seguinte fungdo distribuicdo F(Xx)=4 ,
X“/16 1<x<4
1 X>4
a. [15] Calcule P(0.5<X <15) e P(X >2| X >1)
2
P(05<X <15 =F@1.5-0)-F(0.5= 15 05 225 1 =0.1156

16 20 16 40
P(X>2) 1-F(2) 1-4/16 12
P(X>1) 1-F@) 1-1/16 15

P(X>2|X>1)=



b. [10] Classifique justificadamente a varidvel aleatéria.
Uma, entre varias possibilidades de justificagao
A varidvel aleatéria X € mista porque Fy (X) € uma fungdo continua quase por toda a parte menos
no ponto x=1 ja que F(1-0)=1/20 enquanto F(1)=1/16 e

0<P(X:1):F(1)—F(1—0):%<1

3. [15] Um jogo consiste em rematar uma bola de futebol de determinado ponto até fazer golo e contar o
numero de tentativas, X . Assuma que este niumero, X , pode ser modelado por uma varidvel aleatéria de
média 5.4 e variancia 9. Se se realizarem 100 partidas do referido jogo qual a probabilidade do nimero
total de tentativas feitas ser inferior a 5607?

10
Sendo a distribui¢do de cada X desconhecida irermos aproximar a distribui¢do de Z L Xj com base no
1=

Teorema do limite Central, assumindo que n=100 é um valor suficientemente grande para que a
aproximacao seja valida.

le? ( ~100x5.4 Z._ 54,

3x+/100

£559 5— 540)

Assim, Z = ~N(0;1)

P(X <560) ~ ® ®(0.65)=0.7422  fazendo a correcgéo de continuidade

4. Considere a seguinte varidvel aleatéria bidimensional com fungdo densidade dada por f(X,y) = 6x° y,

O0<x<1, O<y<l
a. [15] Calcule P(X >0.2) e P(X >2Y)

P(X >0.2)= j jax3 yY2 dy dx = j 3’2]gdx:j:24x3 dx:(x“]:2=1—o.24=o.9984

023/2
P(X > 2Y 63”2dd—1—x 21" dx =4 X g
(X>2Y)= jj X YX—IO3/2 O —J X’ pea X
5.5
= [ V2 x* dx= ﬁ(xﬂ”z 052 5673
0 5.5 0 55

Ou, alternativamente
1/2

05 pl 056
P(X >2Y)=["[] 6x°y" dxdy =, i

x“]lz dy = IOO'Sl.S Vo (1—16y4) dy

= [ 15y dy- [ 24yt dy=(y* ] - 52 L:_) (] =05~ 24x057 223'55'5

=0.25713
b. [15] Determine o valor esperado condicionado de X quando Y =0.5.

f(x,05) 6x°\/1/2

fyiv_gg(X)= = =4x3, 0<0<leO<xy<l fi
X|Y_O.5( ) fy (0.5) 3\/1/—2 e y<1(y fixo)
2

1
el a8 4}1_3_Jy
fy(y)_jo6x ydx = 4 (x 0" 2 , 0<y<1l

Assim

1

! L b A5
E(X|Y:0.5):j xfx|y:0_5(x)dx=J 4x dx=—(x} ~08
0 0 S 0



5. Seja (X,Y) uma variavel aleatéria bidimensional discreta com a seguinte fungdo probabilidade

x\y 0 1 2
-1 0.05 0.20 0.15
0 0.10 0.10 0.10
1 0.05 0.20 | 0.05

a. [15] Calcule P(X >0) e P(X >0|Y =1) . Serd que o resultado obtido |he permite concluir sobre a
independéncia das varidveis? Justifique.

P(X>0)=1-P(X =-1)=1-(0.05+0.20+0.15) =0.6
P(X=0Y=D)+P(X=1Y =] 0.10+0.20 3
P(Y =1) 702040104020 5
N3o, ja que se trata de um caso particular. Se P(X >0) e P(X >0]Y =1) viessem diferentes
poderiamos concluir que as v.a. ndo sdo independentes mas ao obter probabulidades iguais nada se
pode concluir apenas com este resultado.
b. [15] Calcule var(X +Y)
var(X +Y) =var(X) +var(Y)+2xcov(X,Y)
E(X)=-1x0.4+0x0.3+1x0.3=-0.1; E(X?)=-1"x0.4+0>x0.3+1*x0.3= 0.7 logo
var(X)=E(X?)-E?*(X)=0.7—(-0.1)* =0.69
E(Y)=0x0.2+1x0.5+2x0.3=1.1; E(Y?)=0?x0.2+1*x0.5+2*x0.3=1.7
var(Y)=E(Y?)-E?*(Y)=1.7-1.1* =0.49
E(XY)=(-1D)x0.2+(-2)x0.15+1x0.2+2x0.05=-0.2
cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=-0.2—(-0.1) x1.1=-0.09
Logo var(X +Y)=0.69+0.49+2x(-0.09) =1

6. O numero de reclamagdes que chegam durante os dias Uteis a determinada operadora de telecomunica¢des
segue um processo de Poisson com taxa média de 0.2 por minuto.
a. [10] Qual a probabilidade de num periodo de 10 minutos chegarem menos de 5 reclamacdes?
0.9834[ ] 0.0902 [_] 0.0361[ ] 0.9473 B

0.6

P(X 20|Y =1) =

b. [15] Qual a probabilidade de durante uma hora chegarem mais de 15 reclamagoes, sabendo que
nos primeiros 10 minutos chegaram 57?
Seja entao
X1- N2 de reclamagbes que chegam nos primeiros 10 minutos
X2 - N2 de reclamagdes que chegam nos primeiros 50 minutos seguintes
X1 = X1+ X5 - N2 total de reclamagdes durante 1 hora
X7 e X; ndo sdo independentes pois representam a distribuigdo de ocorréncias em periodos de
tempo que nado sao disjuntos.
P(X7 >15A X1 =5) P(X2>10A X;=5)

P(XT >15| X1 =5) =

P(X1=5) P(X1=5)

= P(X2 >10) P(X; =5) X1 e X séo independentes (Processo de Poisson)
P(X1=5)

=P (X2 >10)

Ora, sendo a chegada de reclamag6es um processo de Poisson, Xo ~ P0o(10) (ja que 50x0.2=10)e

portanto
P(X1 >15| X1 =5) = P(X, >10) =1— P(X <10) =1-0.5830 = 0.4170



7. De uma populagdo normal de média 4 e variancia 4 recolheu-se uma amostra casual de dimensdo n> 2.
a. Compare P(3< X <5) com P(3< X <5) (qual delas é menor) justificando a sua resposta.

Como o intervalo esta centrado em torno da média, quanto menor for a varidncia maior sera a
probabilidade. Como var(X) = var(X)/n vem var(X) < var(X) e portanto

P(S<X<5):P(\/ﬁ(3—4)<\/7()?—M)<\/7(5—4))_P(—\/7<\/7()?—M)<ﬂ)

2 o 2 2 o 2

P(3<X<5)=P ((3;4) < (X;“) < (5;4)) —p (_71 < —‘mf_”) < %)

Entdo g>%vem P(3<X<5)> P(3<X<5).

b) Qual a dimensdo minima da amostra a recolher para que a probabilidade da média da amostra divergir
da média da populagdo por um valor inferior a 0.2 seja superior a 95%?

Procura-se o menor n inteiro tal que P(‘)? —,u‘ <0.2) >0.95. Assumindo por agora que n é grande sabe-se

que 2= _N(0:1).

O'/\/ﬁ
Ora
P(|>Z—ﬂ|<o.2)=P(—o.2<X—y<o.2)=P{— 02 X-p 02 ]:@(o.lﬁ)@(—o.lﬁ):2@(0.1ﬁ)—1
2/dn oidn 2/dn
Logo

0.95+1

0.95< 2c1>(o.1Jﬁ ) PN @(0.1\/5 ) > =0.975 e portanto (o.wﬁ ) >1.96 < /n <19.6 isto é

n>19.62 =384.16 e portanto a solugdo sera n =385.

8.[15] Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias continuas independentes. Assumindo que E(X) e E(Y)
existem, prove que E(XY)=E(X)E(Y).

o0 e}
Existindo E(X) e E(Y) sabe-se que E(X)= xfy (x)dx e E(Y)= y fy (y)dy.

—0o0 —00

Ora

o0 e e} 0 e}
E(XY)=J‘ ‘[ xy fx v (X y)dxdyz.[ J Xy fy (x) fy (y)dxdy X eY independentes
—00 e —00 —00 ¢ —00

0

= N ny(y)UOo X fy (X) dx]dyz y fy (Y)E(X)dy definicdo de E(X)

—00 —00 —0o0

o0

=E(X)|  yiv(y)dy=E(X)E(Y)



9.[10] Prove quese X ~t,, entdo Y = X?~F(r)

Se X ~t,, entdo pode considerar que X = emque U~N(0;D), V ~ ;((Zr) e U,V independentes.

U
\/V/r
2
OraY:XZ:U—.
Vir

Sabendo-se que o quadrado de uma v.a. com distribuicdo normal estardardizada tem distribuicao do qui-
guadrado com 1 grau de liberdade vem U 2 _w -~ ;((21).
W W/l

Assim Y :\T _W' sendo W e V independentes (umavez que U e V oeram), o que corresponde a
r r

definicdo de uma v.a. com distribuicao o F-Snedecor com 1 e r graus de liberdade



OUTRAS VERSOES

1a [10] Se se observar 10 dias escolhidos aleatoriamente qual a probabilidade de em exatamente 4 deles
a Rita tomar café simples?

0.0881 | 0.9672 [ ] 0.1876 ] 0.0430 ]

1a [10] Se se observar 15 dias escolhidos aleatoriamente qual a probabilidade de em exatamente 4 deles
a Rita tomar café simples?

0.8358[ ] 0.1876 [l 0.0881[ ] 0.0430 ]

1a [10] Se se observar 10 dias escolhidos aleatoriamente qual a probabilidade de em exatamente 6 deles
a Rita tomar café simples?

0.0430[ ] 0.9991 [_] 0.0055 [N 0.0881 ]

1a [10] Se se observar 15 dias escolhidos aleatoriamente qual a probabilidade de em exatamente 6 deles
a Rita tomar café simples?

0.0881 [ | 0.9819[ ] 0.0055 [_] 0.0430 [l

6a. O numero de reclamag¢des que chegam durante os dias Uteis a determinada operadora de telecomunicagdes
segue um processo de Poisson com taxa média de 0.2 por minuto.

a. [10] Qual a probabilidade de num periodo de 10 minutos chegarem menos de 5 reclamagdes?
0.9834[ ] 0.0902 [_] 0.0361[_] 0.9473 B

6a. O numero de reclamag¢des que chegam durante os dias Uteis a determinada operadora de telecomunicagdes
segue um processo de Poisson com taxa média de 0.2 por minuto.

b. [10] Qual a probabilidade de num periodo de 15 minutos chegarem menos de 5 reclamacg&es?
0.9161[ ] 0.8153 [l 0.1680[ ] 0.1008 [_]

6a. O numero de reclamag¢des que chegam durante os dias Uteis a determinada operadora de telecomunicag¢des
segue um processo de Poisson com taxa média de 0.2 por minuto.

c. [10] Qual a probabilidade de num periodo de 10 minutos chegarem menos de 6 reclamacdes?
0.9955[ ] 0.0120 [_] 0.9834 [ 0.0361 [ ]

6a. O numero de reclamacgdes que chegam durante os dias Uteis a determinada operadora de telecomunicag¢des
segue um processo de Poisson com taxa média de 0.2 por minuto.

d. [10] Qual a probabilidade de num periodo de 15 minutos chegarem menos de 6 reclamacdes?
0.9161 [l 0.1008 [_] 0.0504[ ] 0.0966 [_|



